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RESUMO

Este trabalho versa sobre a modelagem matematica aplicada a dinamica
do Virus da Imunodeficiéncia Humana, o HIV. Sao discutidos e revisados aspectos
biologicos, bem como resultados da teoria de sistemas dinamicos de um modelo
classico aplicado a dinamica de infecgao viral. Um novo modelo baseado na teoria do
Calculo Fracionério (CF) é proposto, do qual resultados inéditos acerca da estabili-
dade fracionaria sao apresentados. De posse de dados laboratoriais reais, coletados
em pacientes portadores do HIV submetidos a terapia antirretroviral (TARV) em
diferentes caracterizacoes, foram estimados vetores étimos dos parametros biologicos
por meio de duas estratégias computacionais, de modo a investigar os efeitos da
derivada fracionaria de Caputo com 0 < o < 1. Simulacoes numéricas da densidade de
carga viral foram realizadas a partir do método previsor-corretor de Adams-Bashforth-
Moulton generalizado. A partir de uma proposta de analise de qualidade baseada na
estatistica do indice de correlagao intraclasse (ICC) juntamente as sinuosidades das
curvas obtidas, mostrou-se que a metodologia empregada consiste em uma ferramenta
matematica computacional promitente no entendimento da interacao HIV/T-CD4™.
Palavras-chave: Calculo Fracionario, Derivada Fracionaria de Caputo, Estimacao

de Parametros, Virus da Imunodeficiéncia Humana, Terapia Antirretroviral.



FRACTIONAL CALCULUS APPLIED TO HIV DYNAMICS: REAL
DATA, PARAMETER ESTIMATION AND COMPUTATIONAL
STRATEGIES

Author: Vinicius Machado Martinez
Adviser: Prof. Dr. Rubens de Figueiredo Camargo
Co-Adviser: Prof. Dr. Alexandre Naime Barbosa

SUMMARY

This work deals with mathematical modeling applied to the Human
Immunodeficiency Virus, HIV. Biological aspects are discussed and reviewed, as
well as results from the theory of dynamical systems of a classical model applied
to viral infection. A new model based on the Fractional Calculus (FC) theory is
proposed, from which unpublished results on fractional stability are presented. With
real laboratory data collected from HIV patients undergoing antiretroviral therapy
(ART) in different characterizations, optimal vectors of the biological parameters
of the models were estimated through two computational strategies, in order to
investigate the effects of Caputo fractional derivative for 0 < o < 1. From a quality
analysis proposal based on the intraclass correlation coefficient (ICC), combined
with the numerical simulations sinuosities performed, it was shown that the adopted
methodology is a promising tool in the understanding of the HIV/T-CD4* interaction.
Keywords: Fractional Calculus; Caputo Fractional Derivative; Parameter Estima-

tion; Human Immunodeficiency Virus; Antiretroviral Therapy.



1 INTRODUCAO

A sindrome da imunodeficiéncia adquirida (AIDS - do inglés Acquired
Immunodeficiency Syndrome) ganhou importancia no campo da medicina do século
XX, vista como uma enfermidade que compromete o sistema imunologico. A grave
doenca é decorrente da infeccao causada pelo virus da imunodeficiéncia humana, o
HIV (Human Immunodeficiency Virus). Uma vez presente na corrente sanguinea,
o HIV ataca as células do sistema imunolégico, em especial, os linfécitos T-CD4T,
que sao responsaveis pelas atividades de defesa no organismo. A medida que a
destruicao dessas células ocorre, ha um sério comprometimento imunobioldgico quanto
a capacidade de combate as doencas oportunistas. Esse cendrio, em estagio mais
avancado, é denominado AIDS. Nele, o individuo infectado passa a ser vulneravel a
doencas que normalmente seriam controladas pelo sistema imunolégico, ja sem acao
eficaz de defesa, fato pelo qual pode-se desencadear o ébito do portador do virus.

Dados da UNAIDS indicam que, até 2017, cerca de 36.9 milhoes de
pessoas estavam infectadas com o HIV, com 1.8 milhoes de novos casos de infeccao
por ano, e um nimero médio de mortes anuais em torno de 900 mil (UNAIDS, 2017).

A Africa permanece no topo da lista dos continentes mais afetados
pelo HIV/AIDS, concentrando cerca de 25.7 milhdes de infectados, o que representa
quase 70% do total de infeccoes a nivel global, embora tenha apresentado acentuada
diminuigao de novas infecgoes (-24%) e mortes (-35%) quando comparadas ao ocorrido
no ano 2000 (UNAIDS, 2017).

Seis grupos vulneraveis foram identificados em todo o planeta: adoles-
centes do sexo feminino, mulheres jovens, transgéneros/homossexuais, usuarios de

drogas injetdveis, presididrios e garotos/garotas de programa, tendo alguns grupos 27



vezes mais chances de adquirirem o HIV com relagao populagao em geral.

Acoes e estudos! que investigam o impacto do tratamento antirretroviral,
assim como o enfoque em agoes de prevengao ao HIV (Chang et al., 2013), tém
causado mobilidade mundial para a implementagao de programas de diagndstico
e tratamento da doenca, como, por exemplo, a convocacao das Nacoes Unidas a
paises considerados prioritarios em relacao ao combate do HIV para a implementacao
da chamada meta 90-90-90, que consiste na expectativa de que, até o ano de 2020,
90% da populacao infectada seja diagnosticada, 90% seja tratada com estratégias
antirretrovirais e 90% da populagao tratada apresente carga viral indetectével (Joint
United Nations Programme et al., 2014).

Em 2017, cerca de 21.7 milhoes de pessoas vivendo com o HIV tiveram
acesso a terapias antirretrovirais, o que representa um aumento de 2.3 milhoes de casos
desde 2016 e 13.7 milhdes desde 2010. Neste ano, ainda, 80% das mulheres grédvidas
com HIV tiveram acesso a terapias antirretrovirais para prevenir a transmissao de
mae para filho. Entretanto, mais da metade da populagao mundial vivendo com o
HIV permanece nao praticando tratamento, fator fortemente prejudicial para a meta
90-90-90.

Ainda que nao sejam conhecidos métodos de erradicacao total do virus,
a busca pelo entendimento da dinamica da infeccao tem sido crescente nas ultimas
décadas em pesquisas médicas (Okoye & Picker, 2013). Paralelamente, existe uma
gama de modelos matematicos que buscam descrever aspectos da complexa dinamica
de infecgao do HIV. Os modelos propostos tém sido, principalmente, modelos lineares
e nao lineares de equagoes diferenciais ordinarias (Perelson et al., 1993; Culshaw &
Ruan, 2000; Zhou et al., 2008). Tais modelos, ainda que em aspectos simplificados,
proporcionaram ao longo dos anos acoes importantes no campo da medicina, como,
por exemplo, a substituigao de protocolos de tratamento com uso uma de tnica droga
por outros que consideram combinagoes de diferentes drogas. E também a partir

destes modelos que resultados clinicos da combinagao de drogas tém sido utilizados

Unvestigating the impact of treatment on new HIV infection. PLoS Med. 2012; 9(7):1-92.
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para obter estimativas minimas para periodos de tratamento (Nowak & May, 2000).

Apesar do extraordindrio avanco na compreensao da dinamica de in-
teracao entre o virus e o sistema imunologico, ainda sao poucos os modelos matematicos
que, de fato, sao capazes de descrever com maior riqueza de detalhes a variabilidade
ao longo do tempo. A medida que os modelos sao elaborados na tentativa de melhorar
a descricao bioldgica da dinamica viral, maior é o nimero de variaveis e de parametros
desconhecidos,tornando mais complexos os métodos para obter solugoes analiticas
(quando existem), o que pode constituir um inconveniente significativo para o avango
do conhecimento sobre a doenca. Dai entao a importancia da obtencao de solucoes
aproximadas a partir de métodos numéricos computacionais.

Um crescente ramo da Anédlise Matematica destinada ao estudo de deri-
vadas e integrais de ordem nao inteira (Calculo de Ordem Nao-Inteira), disseminado
através do termo Célculo Fracionario (CF), tem desempenhado papel de fundamental
importancia para o avango na compreensao de fenomenos nas mais diversas areas do
conhecimento, proporcionando aos pesquisadores ferramentas poderosas de carater
analitico assim como de carater numérico em modelagem matemética (Gorenflo &
Mainardi, 1997; Machado et al., 2011; Camargo & de Oliveira, 2015). Em particular
a dinamica do HIV, modelos de equacgoes diferenciais de ordem nao inteira tém
se mostrado mais 1teis para descrever fenomenos com efeito de memoéria quando
comparados aos modelos de ordem inteira (Arafa et al., 2012; Ding & Ye, 2009),
proporcionando a comunidade cientifica a descrigdo de cendrios abrangentes quanto a
variabilidade da doenca, assim como descrigoes mais precisas das interacoes entre as
células de defesa do organismo e a carga viral ao longo do tempo.

Contudo, questoes acerca do processo de modelagem a partir da teoria
do célculo fracionario vém sendo formuladas, como a anélise dimensional das equagoes;
o interesse no uso de métodos numéricos fracionarios em modelagem; o baixo nimero
de algoritmos computacionais disponiveis; a escassez de dados reais para validacao
dos modelos; o desconhecimento de parametros biologicos. Tais questoes motivaram

o desenvolvimento do presente estudo e, assim, delineamos os objetivos da pesquisa.



Consideracoes finais

O presente estudo reviu a modelagem matematica do HIV na pers-
pectiva da teoria classica dos sistemas dinamicos, bem como modelou e analisou

matematicamente o problema sob a perspectiva do célculo fracionario.
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No modelo classico escolhido, foram revisados importantes resultados
acerca dos pontos de equilibrio Ey, E do sistema, da anélise de estabilidade, do
numero reprodutivo bésico Ry e as contribuicoes da modelagem compartimental do
HIV ao longo das tultimas décadas.

Os principais tépicos da teoria do Calculo Fracionério foram apresen-
tados e revisados como uma alternativa possivel a modelagem classica do HIV. Um
modelo inédito que utiliza conceitos do célculo fracionario, em especial a derivada
fracionaria de Caputo e a reparametrizacao do modelo classico, foi proposto. Novos
resultados acerca dos pontos de equilibrio fracionarios, o nimero reprodutivo basico
fracionario, bem como a andlise de estabilidade fracionaria foram apresentados, tendo
suas aplicagoes relacionadas a dinamica do HIV.

A partir de dados reais de pacientes com e sem supressao viral, foram
realizadas estimacoes de parametros com diferentes estratégias computacionais, a
partir de ortotopos com 6 e 7 intervalos paramétricos, sem e com e presenca da
derivada fracionaria de Caputo «, respectivamente.

Utilizou-se como critério de avaliacao das simulacoes resultantes dos
modelos o indice de correlagao intraclasse. Uma proposta de discussao do ICC junto
da andlise de sinuosidades das simulacoes numéricas foi proposta, no contexto da
dinamica do HIV, considerando os ganhos qualitativos que podem ser observados
juntamente ao desempenho quantitativo das simulagoes.

A partir da metodologia proposta, foi possivel investigar as regioes
de maior ocorréncia de convergéncia para minimos locais a partir do problema de
minimos quadrados nao lineares, como uma estratégia de problema inverso.

Como indicam os resultados estatisticos, é possivel dar continuidade
ao presente estudo, considerando dados de paciente portadores do HIV coletados a
partir de um estudo controlado, no sentido de propor a reformulacao dos intervalos
de existéncia para cada parametro biolégico, segundo cada tipo de resposta imune ao
tratamento antirretroviral, utilizando a metodologia proposta.

O presente estudo pode ser refinado pelo do uso de modelos que consi-
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derem o termo explicito da eficacia do TARV segundo os inibidores de transcriptase
reversa, protease, integrase e suas combinagoes, a existéncia de compartimentos
latentes, o delay caracteristico da resposta imunoldgica, bem como termos bioldgicos
relacionados a capacidade de suporte das populagoes, termos de cura viral, e o estudo
da fase relacionada a erradicacao do virus quando da persisténcia da carga viral
indetectavel, sendo estas questdes promissoras para o desenvolvimento de ferramentas
de apoio ao médico infectologista no acompanhamento da infeccao do HIV.

Por fim, esperamos que este trabalho abra novos caminhos por uma
série de fatores, seja pelos dados reais que podem servir como base de outras andlises,
seja pelo uso original do Calculo Fracionédrio como ferramenta para refinar a descrigao
de fenomenos diversos ou ainda pela pesquisa de estratégias computacionais eficazes

no contexto da estimacao de parametros biolégicos.
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