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TEMÁTICOS 10

2.1 Modelo com 3 Compartimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1.1 Existência e unicidade das soluções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.1.2 Pontos de Equiĺıbrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1.3 R0 - O número reprodutivo básico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.4 Análise de estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22



viii

2.2 Terapia Antirretroviral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3 Segunda Fase de Decaimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.4 Erradicação e Persistência Viral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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5.1.1 Caso clássico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.1.2 ICC e Sinuosidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.1.3 Caso fracionário . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.2 Para a estratégia B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.2.1 Caso paciente A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.2.2 Caso paciente B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.2.3 Caso paciente C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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21 Funções de distribuição acumulada: Paciente A. . . . . . . . . . . . . . . 94

22 Funções de distribuição acumulada: Paciente B. . . . . . . . . . . . . . . 95

23 Funções de distribuição acumulada: Paciente C. . . . . . . . . . . . . . . 96

24 Mapas de calor para α× λ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

25 Mapas de calor para α× ρ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

26 Mapas de calor para α× k. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

27 Mapas de calor para α× δ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

28 Mapas de calor para α×N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

29 Mapas de calor para α× c. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103



Lista de Quadros

Página

1 Frequência e monitoramento da carga viral e do CD4 em diferentes páıses.
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RESUMO

Este trabalho versa sobre a modelagem matemática aplicada à dinâmica

do Vı́rus da Imunodeficiência Humana, o HIV. São discutidos e revisados aspectos

biológicos, bem como resultados da teoria de sistemas dinâmicos de um modelo

clássico aplicado à dinâmica de infecção viral. Um novo modelo baseado na teoria do

Cálculo Fracionário (CF) é proposto, do qual resultados inéditos acerca da estabili-

dade fracionária são apresentados. De posse de dados laboratoriais reais, coletados

em pacientes portadores do HIV submetidos à terapia antirretroviral (TARV) em

diferentes caracterizações, foram estimados vetores ótimos dos parâmetros biológicos

por meio de duas estratégias computacionais, de modo a investigar os efeitos da

derivada fracionária de Caputo com 0 < α ≤ 1. Simulações numéricas da densidade de

carga viral foram realizadas a partir do método previsor-corretor de Adams-Bashforth-

Moulton generalizado. A partir de uma proposta de análise de qualidade baseada na

estat́ıstica do ı́ndice de correlação intraclasse (ICC) juntamente às sinuosidades das

curvas obtidas, mostrou-se que a metodologia empregada consiste em uma ferramenta

matemática computacional promitente no entendimento da interação HIV/T-CD4+.

Palavras-chave: Cálculo Fracionário, Derivada Fracionária de Caputo, Estimação

de Parâmetros, Vı́rus da Imunodeficiência Humana, Terapia Antirretroviral.
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Author: Vińıcius Machado Martinez

Adviser: Prof. Dr. Rubens de Figueiredo Camargo
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SUMMARY

This work deals with mathematical modeling applied to the Human

Immunodeficiency Virus, HIV. Biological aspects are discussed and reviewed, as

well as results from the theory of dynamical systems of a classical model applied

to viral infection. A new model based on the Fractional Calculus (FC) theory is

proposed, from which unpublished results on fractional stability are presented. With

real laboratory data collected from HIV patients undergoing antiretroviral therapy

(ART) in different characterizations, optimal vectors of the biological parameters

of the models were estimated through two computational strategies, in order to

investigate the effects of Caputo fractional derivative for 0 < α ≤ 1. From a quality

analysis proposal based on the intraclass correlation coefficient (ICC), combined

with the numerical simulations sinuosities performed, it was shown that the adopted

methodology is a promising tool in the understanding of the HIV/T-CD4+ interaction.

Keywords: Fractional Calculus; Caputo Fractional Derivative; Parameter Estima-

tion; Human Immunodeficiency Virus; Antiretroviral Therapy.



1 INTRODUÇÃO

A śındrome da imunodeficiência adquirida (AIDS - do inglês Acquired

Immunodeficiency Syndrome) ganhou importância no campo da medicina do século

XX, vista como uma enfermidade que compromete o sistema imunológico. A grave

doença é decorrente da infecção causada pelo v́ırus da imunodeficiência humana, o

HIV (Human Immunodeficiency Virus). Uma vez presente na corrente sangúınea,

o HIV ataca as células do sistema imunológico, em especial, os linfócitos T-CD4+,

que são responsáveis pelas atividades de defesa no organismo. À medida que a

destruição dessas células ocorre, há um sério comprometimento imunobiológico quanto

a capacidade de combate às doenças oportunistas. Esse cenário, em estágio mais

avançado, é denominado AIDS. Nele, o indiv́ıduo infectado passa a ser vulnerável à

doenças que normalmente seriam controladas pelo sistema imunológico, já sem ação

eficaz de defesa, fato pelo qual pode-se desencadear o óbito do portador do v́ırus.

Dados da UNAIDS indicam que, até 2017, cerca de 36.9 milhões de

pessoas estavam infectadas com o HIV, com 1.8 milhões de novos casos de infecção

por ano, e um número médio de mortes anuais em torno de 900 mil (UNAIDS, 2017).

A África permanece no topo da lista dos continentes mais afetados

pelo HIV/AIDS, concentrando cerca de 25.7 milhões de infectados, o que representa

quase 70% do total de infecções a ńıvel global, embora tenha apresentado acentuada

diminuição de novas infecções (-24%) e mortes (-35%) quando comparadas ao ocorrido

no ano 2000 (UNAIDS, 2017).

Seis grupos vulneráveis foram identificados em todo o planeta: adoles-

centes do sexo feminino, mulheres jovens, transgêneros/homossexuais, usuários de

drogas injetáveis, presidiários e garotos/garotas de programa, tendo alguns grupos 27
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vezes mais chances de adquirirem o HIV com relação população em geral.

Ações e estudos1 que investigam o impacto do tratamento antirretroviral,

assim como o enfoque em ações de prevenção ao HIV (Chang et al., 2013), têm

causado mobilidade mundial para a implementação de programas de diagnóstico

e tratamento da doença, como, por exemplo, a convocação das Nações Unidas a

páıses considerados prioritários em relação ao combate do HIV para a implementação

da chamada meta 90-90-90, que consiste na expectativa de que, até o ano de 2020,

90% da população infectada seja diagnosticada, 90% seja tratada com estratégias

antirretrovirais e 90% da população tratada apresente carga viral indetectável (Joint

United Nations Programme et al., 2014).

Em 2017, cerca de 21.7 milhões de pessoas vivendo com o HIV tiveram

acesso a terapias antirretrovirais, o que representa um aumento de 2.3 milhões de casos

desde 2016 e 13.7 milhões desde 2010. Neste ano, ainda, 80% das mulheres grávidas

com HIV tiveram acesso à terapias antirretrovirais para prevenir a transmissão de

mãe para filho. Entretanto, mais da metade da população mundial vivendo com o

HIV permanece não praticando tratamento, fator fortemente prejudicial para a meta

90-90-90.

Ainda que não sejam conhecidos métodos de erradicação total do v́ırus,

a busca pelo entendimento da dinâmica da infecção tem sido crescente nas últimas

décadas em pesquisas médicas (Okoye & Picker, 2013). Paralelamente, existe uma

gama de modelos matemáticos que buscam descrever aspectos da complexa dinâmica

de infecção do HIV. Os modelos propostos têm sido, principalmente, modelos lineares

e não lineares de equações diferenciais ordinárias (Perelson et al., 1993; Culshaw &

Ruan, 2000; Zhou et al., 2008). Tais modelos, ainda que em aspectos simplificados,

proporcionaram ao longo dos anos ações importantes no campo da medicina, como,

por exemplo, a substituição de protocolos de tratamento com uso uma de única droga

por outros que consideram combinações de diferentes drogas. É também a partir

destes modelos que resultados cĺınicos da combinação de drogas têm sido utilizados

1Investigating the impact of treatment on new HIV infection. PLoS Med. 2012; 9(7):1-92.
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para obter estimativas mı́nimas para peŕıodos de tratamento (Nowak & May, 2000).

Apesar do extraordinário avanço na compreensão da dinâmica de in-

teração entre o v́ırus e o sistema imunológico, ainda são poucos os modelos matemáticos

que, de fato, são capazes de descrever com maior riqueza de detalhes a variabilidade

ao longo do tempo. À medida que os modelos são elaborados na tentativa de melhorar

a descrição biológica da dinâmica viral, maior é o número de variáveis e de parâmetros

desconhecidos,tornando mais complexos os métodos para obter soluções anaĺıticas

(quando existem), o que pode constituir um inconveniente significativo para o avanço

do conhecimento sobre a doença. Dáı então a importância da obtenção de soluções

aproximadas a partir de métodos numéricos computacionais.

Um crescente ramo da Análise Matemática destinada ao estudo de deri-

vadas e integrais de ordem não inteira (Cálculo de Ordem Não-Inteira), disseminado

através do termo Cálculo Fracionário (CF), tem desempenhado papel de fundamental

importância para o avanço na compreensão de fenômenos nas mais diversas áreas do

conhecimento, proporcionando aos pesquisadores ferramentas poderosas de caráter

anaĺıtico assim como de caráter numérico em modelagem matemática (Gorenflo &

Mainardi, 1997; Machado et al., 2011; Camargo & de Oliveira, 2015). Em particular

à dinâmica do HIV, modelos de equações diferenciais de ordem não inteira têm

se mostrado mais úteis para descrever fenômenos com efeito de memória quando

comparados aos modelos de ordem inteira (Arafa et al., 2012; Ding & Ye, 2009),

proporcionando à comunidade cient́ıfica a descrição de cenários abrangentes quanto a

variabilidade da doença, assim como descrições mais precisas das interações entre as

células de defesa do organismo e a carga viral ao longo do tempo.

Contudo, questões acerca do processo de modelagem a partir da teoria

do cálculo fracionário vêm sendo formuladas, como a análise dimensional das equações;

o interesse no uso de métodos numéricos fracionários em modelagem; o baixo número

de algoritmos computacionais dispońıveis; a escassez de dados reais para validação

dos modelos; o desconhecimento de parâmetros biológicos. Tais questões motivaram

o desenvolvimento do presente estudo e, assim, delineamos os objetivos da pesquisa.



Considerações finais

O presente estudo reviu a modelagem matemática do HIV na pers-

pectiva da teoria clássica dos sistemas dinâmicos, bem como modelou e analisou

matematicamente o problema sob a perspectiva do cálculo fracionário.



104

No modelo clássico escolhido, foram revisados importantes resultados

acerca dos pontos de equiĺıbrio E0, Ē do sistema, da análise de estabilidade, do

número reprodutivo básico R0 e as contribuições da modelagem compartimental do

HIV ao longo das últimas décadas.

Os principais tópicos da teoria do Cálculo Fracionário foram apresen-

tados e revisados como uma alternativa posśıvel à modelagem clássica do HIV. Um

modelo inédito que utiliza conceitos do cálculo fracionário, em especial a derivada

fracionária de Caputo e a reparametrização do modelo clássico, foi proposto. Novos

resultados acerca dos pontos de equiĺıbrio fracionários, o número reprodutivo básico

fracionário, bem como a análise de estabilidade fracionária foram apresentados, tendo

suas aplicações relacionadas à dinâmica do HIV.

A partir de dados reais de pacientes com e sem supressão viral, foram

realizadas estimações de parâmetros com diferentes estratégias computacionais, a

partir de ortotopos com 6 e 7 intervalos paramétricos, sem e com e presença da

derivada fracionária de Caputo α, respectivamente.

Utilizou-se como critério de avaliação das simulações resultantes dos

modelos o ı́ndice de correlação intraclasse. Uma proposta de discussão do ICC junto

da análise de sinuosidades das simulações numéricas foi proposta, no contexto da

dinâmica do HIV, considerando os ganhos qualitativos que podem ser observados

juntamente ao desempenho quantitativo das simulações.

A partir da metodologia proposta, foi posśıvel investigar as regiões

de maior ocorrência de convergência para mı́nimos locais a partir do problema de

mı́nimos quadrados não lineares, como uma estratégia de problema inverso.

Como indicam os resultados estat́ısticos, é posśıvel dar continuidade

ao presente estudo, considerando dados de paciente portadores do HIV coletados a

partir de um estudo controlado, no sentido de propor a reformulação dos intervalos

de existência para cada parâmetro biológico, segundo cada tipo de resposta imune ao

tratamento antirretroviral, utilizando a metodologia proposta.

O presente estudo pode ser refinado pelo do uso de modelos que consi-
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derem o termo explicito da eficácia do TARV segundo os inibidores de transcriptase

reversa, protease, integrase e suas combinações, a existência de compartimentos

latentes, o delay caracteŕıstico da resposta imunológica, bem como termos biológicos

relacionados a capacidade de suporte das populações, termos de cura viral, e o estudo

da fase relacionada à erradicação do v́ırus quando da persistência da carga viral

indetectável, sendo estas questões promissoras para o desenvolvimento de ferramentas

de apoio ao médico infectologista no acompanhamento da infecção do HIV.

Por fim, esperamos que este trabalho abra novos caminhos por uma

série de fatores, seja pelos dados reais que podem servir como base de outras análises,

seja pelo uso original do Cálculo Fracionário como ferramenta para refinar a descrição

de fenômenos diversos ou ainda pela pesquisa de estratégias computacionais eficazes

no contexto da estimação de parâmetros biológicos.
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